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Povzetek 
Diplomska naloga se ukvarja z analizo električnega polja v večžilnem oklopljenem kablu. 
Predmet naloge so kabli z enojno izolacijo, dodatno pozornost pa sem namenil kablom z 
dvojno izolacijo; prvo plast predstavlja izolacija žile, drugo plast pa izolacija do oklopa 
kabla. Reševanje električnega polja sem uprl na vire: na določanje porazdelitev prostega 
naboja na površinah prevodnikov in vezanih nabojev na stikih izolantov. Izhajal sem iz 
mejnih pogojev, ki veljajo na stikih prevodnik-izolant in izolant-izolant. Iz izračunanih 
porazdelitev sem določil električno polje (silnice, ekvipotencialke), nato pa še elemente 
modelnega kondenzatorskega vezja. Analiza je namenjena potrebam energetskih kablov, 
ob ustreznih dopolnitvah pa jo moremo uporabiti tudi v drugih večvodniških strukturah.  
V nalogi sem predstavil vse potrebne izpeljave, ki privedejo do linearnega sistema enačb 
za iskane obloge nabojev, napisal računalniško kodo v programu Mathematica in opravil 











Ključne besede: oklopljeni kabel, dielektrik, dielektričnost, električni naboj, potencial, 
električna poljska jakost 
  
x  Povzetek 
 
   xi 
Abstract 
The thesis analyses the electric field in multi-conductor sheilded cables. The main focus 
of the thesis is given to cables with one-layered isolation, additional attention is also 
provided for cables with double layered isolation, where first layer is direct isolation of 
conductor while second layer is isolation between first layer and shield of cable. Electric 
field solving is based on determination of the distribution of free charges on surfaces of 
conductors and bound charges on isolating contacts. The distribution of charges was 
determined using boundary conditions that apply for contacts conductor- insulator and 
insulator - insulator. Based on this distribution, the electric field (equipotentials, field 
lines) and the elements of capacitor circuit model were determined. The analysis is 
primarily ment for energetic cables with possibilities to extand to other multi-conductor 
structures as well.  
In thesis I present the required derivation of equations, which lead to linear equation 
sistem for unknown distribution of free charges. I wrote a computer code in 
Mathematica and I did calculations for several versions of cable stitch three or four 









Key words: shielded cable, dielectric, permittivity, electric charge, potential, electric 
field intensity 
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1 Uvod 
 
Reševanje elektrotehniških problemov se pogosto usmeri v področje elektromagnetike 
oziroma v iskanje polj v strukturah, ki jih določajo snovi z različnimi elektromagnetnimi 
lastnostmi. Izkaže se, da je poznavanje polj v njih tista ključna osnova, ki je odločilna za 
razumevanje in modeliranje ter kasnejše načrtovanje. Pri tem naletimo na vrsto težav, ki 
so elektrotehniške in fizikalno-matematične narave. Za njihovo razreševanje je potrebno 
najprej najti primerna izhodišča. Dobrodošlo je, če uspemo nadaljevati po analitični poti, 
vendar je to bolj redkost in še takrat moramo pogosto kaj poenostaviti. Pri takšnem delu 
ostaja nad rezultatom senca, ki pušča dvom – govorimo o analitični oceni. V inženirstvu 
se oprimemo tudi takšnega rezultata, ki je gotovo boljši kot nič. Pri oklopljenih kablih, ki 
so predmet te diplomske naloge, moremo najti takšno oceno s pomočjo zrcaljenja, ki pa 
žal ne daje dovolj kvalitetnega vpogleda v razmere. K sreči imamo danes na voljo hitre in 
zmogljive računalnike, ki ob uporabi ustrezne numerične metode vodijo k zelo kvalitetni 
rešitvi. To pot in možnost smo ubrali tudi v tej diplomski nalogi. Oprijeli smo se metode 
virov, ki pri določanju električnega polja v kablu sloni na iskanju porazdelitve prostih in 
vezanih nabojev na površinah prevodnikov oz. izolantov. V diplomi smo te porazdelitve 
privzeli kot stopničaste funkcije. Površine prevodnikov in dielektrikov smo nadomestili 
z nizom ozkih trakov, na posameznih trakovih smo privzeli enakomerne gostote naboja, 
polje nabojev s teh trakov pa mora izpolnjevati mejne pogoje ob njih samih. Ta postopek 
privede nalogo do sistema linearnih enačb, iz katerega izidejo naelektritve trakov. Iz njih 
sledi še električno polje, njegova vizualizacija in strnitev v kondenzatorsko vezje. 
V tem smislu smo zasnovali tudi poglavja v nalogi. Začnemo s predstavitvijo trižilnega 
oklopljenega kabla. Nadaljujemo z uporabo prostih nabojev in pridruženega potenciala v 
primeru kabla z enovito izolacijo in se seznanimo z modelnim kondenzatorskim vezjem. 
Zatem se ukvarjamo z vezanimi naboji in mejnimi pogoji v strukturi, ki jo oblikujeta dva 
izolanta. V zadnjem koraku ključne relacije, ki se naslavljajo na proste in vezane naboje, 
združimo in s tem pripravimo orodje, ki omogoča analizo kablov z dvojno izolacijo. 
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2 Teorija 
2.1 Predstavitev trižilnega kabla 
Predstavljamo prerez ene od tipičnih struktur: kot primer smo izbrali trižilni oklopljeni 
kabel z dvojno izolacijo. Ostale strukture, ki jih bomo analizirali, bodo zgolj modifikacije 
te. Pri obravnavanih kablih bodo imele žile praviloma krožni presek. V praksi srečamo 
sicer tudi drugačne preseke žil, vendar pa teorija, ki jo bomo tu predstavili, ni v ničemer 
vezana na to. Vse žile imajo lastne izolacije, tem pa sledi še skupna izolacija, ki seže do 
oklopa in žile med seboj učvrsti. Za izolaciji so z vidika električnega polja relevantne obe 
dielektričnosti in obe prebojni trdnosti; slednji sta ti, ki (ob izbrani geometriji) določata 
nazivno napetost kabla. Oklop je praviloma ozemljen in ima dve vlogi: elektromagnetno, 
da zmanjša parazitne induktivne in kapacitivne povezave med žilami in okolico kabla, in 
mehansko, da ščiti žile pred raznoraznimi poškodbami. Tako žile kot oklop so izvedene 
kot pletenice; tvorijo jih šopi tanjših žičk, ki so spiralno opredene med seboj. Razloga za 
pleteničenje sta mehanski, da je kabel upogljiv (fleksibilen), in še elektromagnetni, da je 
omiljen kožni učinek (izriv toka ob površino), ki je posledica elektromagnetne indukcije. 
Z vidika elektromagnetike je kabel tipična 2D struktura; razteza naj se vzdolž osi 𝑍 (ven 
iz lista), geometrijsko pa jo opredeljuje prerezna slika v 𝑋𝑌 ravnini. Kvazistatično polje 
električne poljske jakosti 𝐄 je v območju relativno nizkih frekvenc gradientno, 𝐄 = −𝛁𝑉, 
potencial 𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑦) pa določajo prosti naboji na površinah žil in oklopa ter vezani na 
površinah izolantov (dielektrikov).  
 
Slika 1: Trižilni oklopljen kabel z dvojno izolacijo 
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2.2 Numerično računanje 
V dobljenih integralskih enačbah bomo ocene za porazdelitev naboja po obodu cilindrov 
iskali v obliki stopničastih funkcij, tj. na vsakem kratkem odseku na obodu cilindrov 
bomo privzeli, da ima iskana funkcija konstantno vrednost. Preostale določene integrale 
bomo izračunali z uporabo numerične metode, imenovane sredinska formula, ki je 
primer Newton-Cotesovega pravila zaprtega tipa [1]. 
Znani numerični postopki integral aproksimirajo z vrednostmi funkcije f v izbranih 







Takšno aproksimacijo imenujemo kvadraturna formula, točke 𝑥𝑖  imenujemo vozli, 
vrednosti 𝐴𝑖  koeficienti in 𝑅𝑛(𝑓) napaka. Kvadraturne formule po navadi sledijo cilju, da 
bi bile točne (𝑅𝑛(𝑓) = 0) za polinome čim višje stopnje. Zato namesto funkcije f po 
navadi integriramo interpolacijski polinom. Če so vozli v kvadraturnih formulah 
ekvidistantni (enakomerno razmaknjeni), jih imenujemo Newton-Cotesova pravila, ki jih 
ločimo na dva tipa: 






+ 𝑅𝑛(𝑓) in 
odprti tip, ko med vozli ni krajišč integracijskega intervala 






Za numerično reševanje uporabljamo sestavljene formule, pri katerih integral zapišemo 
kot vsoto podintegralov in za vsak podintegral uporabimo Newton-Cotesovo pravilo 
nizke stopnje 
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Sredinska formula je sestavljena formula, ki uporablja Newton-Cotesovo pravilo 
odprtega tipa za 𝑛 = 2, pri katerem nadomestimo funkcijo f z odsekoma konstantno 





kjer je n sodo število. Za n razdelkov dobimo delilne točke 
𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘 ∙ ℎ , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛. 
To lahko označimo 
𝑦𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)      in     𝑇𝑘 = (𝑥𝑘, 𝑦𝑘). 
Interval [a, b] razdelimo na 
𝑛
2
 podintervalov, razmejenih s točkami 𝑥0, 𝑥2, 𝑥4, … , 𝑥𝑛, kjer je 
n sodo število. Na intervalu treh zaporednih delilnih točk 𝑥2𝑘−2, 𝑥2𝑘−1, 𝑥2𝑘 
aproksimiramo funkcijo f s konstanto 𝑦2𝑘−1 = 𝑓(𝑥2𝑘−1). Ploščina pod konstanto funkcijo 




d𝑥 = 2ℎ𝑦2𝑘−1. 
Če podobno naredimo še za druge podintervale, dobimo odsekoma konstantno funkcijo 
𝑓.̅ 
 
Slika 2: Graf funkcije z delilnimi točkami 
Ko dobimo dele ploščin, jih seštejemo in dobimo sredinsko formulo 
∫ 𝑓(̅𝑥)d𝑥 = 2 ∙ ℎ
𝑏
𝑎
∙ (𝑦1 + 𝑦3 +⋯+ 𝑦𝑛−1). 
Ker ima sredinska formula numerično napako, zapišemo 
6  Teorija 










 max |𝑦′′(𝑥)|, 
kar pomeni, da lahko z večanjem števila delilnih točk n dobimo bolj točen rezultat. 
Ker v oceni napake nastopa drugi odvod funkcije f , je sredinska formula popolnoma 
točna za polinome prve stopnje, torej gre za linearne funkcije. 
Zgornja meja napake sredinske formule spet omogoča, da število delilnih točk n 
določimo v naprej, glede na našo želeno natančnost izračuna ploščine [1]. 
2.3 Oklopljen kabel brez izolacije 
Teorijo za analizo večžilnih kablov bomo gradili postopoma: pričeli bomo z enostavnimi 
strukturami in ob njih predstavili teorijo ter potrebne numerične postopke, te pa bomo v 
nadaljevanju nadgradili ali dopolnili. Prva od poenostavitev bo privzetek, da je prostor 
med žilo in oklopom prazen, z dielektričnostjo 𝜀0. 
2.3.1 Električno polje v enožilnem kablu 
Za začetek naj je kabel enožilen, žila in oklop pa naj sta poljubnih oblik. Potencial žile naj 
je 𝑉1, potencial oklopa pa 𝑉0 = 0 V. Postavlja se vprašanje porazdelitve prostega naboja 
𝜎 na žili in na plašču; ta morata biti takšna, da sta površini žile in plašča ekvipotencialni. 











Točka 𝑇(𝑥, 𝑦) je splošna točka v prostoru, točka 𝑇′(𝑥′, 𝑦′) pa je točka na površini žile, na 
krivulji ℒ1, ali na notranji površini plašča, na krivulji ℒ0, 𝑇′𝑇 je razdalja med točkama 𝑇′ 
in 𝑇; d𝑙′ je diferencial krivulje,  konstanta 1 m dimenzijsko ureja argument logaritemske 
funkcije, konstanta 𝐶 pa funkcijo 𝑉(𝑇) uskladi z referenčnim pogojem, 𝑉(𝑇∞) = 0 V.  
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Slika 3: Oklopljen enožilni kabel 
Za določitev potenciala 𝑉(𝑇) potrebujemo gostoto 𝜎 in konstanto 𝐶. Do njiju bomo prišli 
z numeričnim postopkom, v katerem bomo gostoto 𝜎 iskali v obliki stopničaste funkcije. 
Krivulji ℒ1 in ℒ0 bomo aproksimirali s poligonskima črtama; ti sestavljajo daljice dolžin 
δ𝑙𝑘 s centri v 𝑇𝑘. Delilni števili 𝑛0 (na plašču) in 𝑛1 (na žili) izberemo tako, da so daljice 
kratke glede na krivinske radije krivulj in glede na razdalje med žilami in plaščem. Na 
daljicah bomo gostoto 𝜎 aproksimirali s konstanto vrednosti 𝜎𝑘 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛0 + 𝑛1. Ob 
dovolj fini delitvi pričakujemo soliden inženirski približek. 
 
Slika 4: Žila in oklop sta razdeljena na segmente 






















kjer smo z δℒ𝑘  označili 𝑘-to daljico poligonalne črte. Iz potenciala sledi še poljska jakost, 





















saj je  












√(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2
=
(𝑥 − 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)





kjer je 𝐏 vektor od 𝑇′ do točke 𝑇, 𝑃 = 𝑇′𝑇 pa je njegova dolžina. 
2.3.2 Sistem enačb 
Smo pred zadnjim korakom, določitvijo sistema enačb, iz katerega bo izšla razporeditev 
naboja na žili in oklopu. Izhajamo iz že omenjenega, da mora biti razporeditev naboja 
takšna, da bosta žila in oklop ekvipotencialni površini. To izpolnimo tako, da točko 𝑇 v 
izrazu za potencial premaknemo na površini žile in plašča. Ker je število naelektritev 𝜎𝑘 
enako 𝑛0 + 𝑛1, je na dlani, da ekvipotencialnost plašča terjamo v 𝑛0, ekvipotencialnost 
žile pa v 𝑛1 točkah. Za njih ne bomo izbrali katerihkoli, ampak takšne, ki bodo na gosto 
posejane po površinah. Ponuja se, da za te izberemo kar točke v centrih daljic; splošna 



























V zapis smo uvedli količino, δ𝑞𝑘 = 𝜎𝑘δ𝑙𝑘; ta ustreza dolžinski gostoti naboja na traku 

















Upoštevali smo kratkost daljice δℒ𝑘 in integral aproksimirali s produktom njene dolžine 
































Točka 𝑇′ je za |𝑙′| oddaljena od točke 𝑇𝑗; integrala po obeh polovicah intervala prispevata 
polovični delež in sta analitično rešljiva. 
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Slika 5: 𝑗-ti segment  







+ 𝐶,    𝑗 = 1, 2, … , 𝑛0 + 𝑛1 
Zapis da 𝑛0 + 𝑛1 enačb, v njih je 𝑛0 + 𝑛1 + 1 neznank, zadnja je konstanta 𝐶. Manjkajočo 
enačbo dobimo iz pogoja, da je sistem nabojev električno zaključen, da je vsota nabojev 






+ 𝐶 ≅ 𝑉(𝑇𝑗) = {
0,   𝑗 iz plašča
𝑉1        𝑗 iz žile




iz katerega izračunamo naboje na trakovih in konstanto 𝐶.  
Temu sledi določitev potenciala in poljske jakosti, kar je osnova za vizualizacijo polja 










































Pri integracijah vzdolž daljic uporabimo sredinsko formulo, da vrednost integrala 
aproksimiramo s produktom sredinske vrednosti funkcije in dolžine intervala. 𝐏𝑘 je 
vektor od 𝑇𝑘 do točke 𝑇, 𝑃𝑘 pa njegova dolžina.  
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2.3.3 Električno polje v trižilnem kablu 
Prehod od eno- k tri- ali večžilnemu kablu je preprosta; ostanimo pri trižilnem.  
 
Slika 5: Trižilni oklopljen kabel 
Vpeljemo delilna števila 𝑛0 za oklop ter 𝑛1, 𝑛2 in 𝑛3 za žile. Potenciali žil do oklopa so 
𝑉1, 𝑉2 in 𝑉3, vse ostalo pa ostaja nespremenjeno. Sistem enačb, iz katerega izračunamo 






+ 𝐶 ≅ {
0,     𝑗 iz oklopa,
𝑉1,      𝑗 iz 1. žile,
𝑉2,      𝑗 iz 2. žile,
𝑉3,      𝑗 iz 3. žile,




Iz sistema enačb izidejo vrednosti neznank, te pa vstopijo v izraze, na podlagi katerih 



















Če je pri enožilnem kablu njegova kapacitivnost kvocient naboja na žili in napetosti 𝑉1 
med žilo in plaščem, je pri trižilnem teh že šest, tri so medžilne, 𝐶12, 𝐶23 in 𝐶31, in tri so 
med žilami in oklopom, 𝐶10, 𝐶20 in 𝐶30. 
 
Slika 6: Modelno kapacitivno vezje trižilnega kabla 
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Do njihovih vrednosti pridemo tako, da za potenciale žil izbiramo različne kombinacije. 
Iz vezja je razvidno: če drugo in tretjo žilo postavimo na potencial nič voltov, so aktivni 






+ 𝐶 ≅ {
0,    𝑗 iz oklopa,
𝑉1,     𝑗 iz 1. žile,
0,      𝑗 iz 2. žile,
0,      𝑗 iz 3. žile,





















Tak postopek zatem ponovimo še s potencialno aktivno le drugo in na koncu še z aktivno 
le tretjo žilo.  
2.4 Oklopljen kabel z enojno izolacijo 
Do tu smo privzeli, da je prostor med žilami in oklopom prazen, z dielektričnostjo 𝜀0. Če 
bi bil ta prostor zapolnjen z izolantom dielektričnosti 𝜀1, bi bil ob žilah in ob oklopu še 
sloj vezanih oziroma polarizabilnih nabojev; na površinah žil in oklopa bi bili prosti 
naboji z gostoto 𝜎, na površini izolatorja pa polarizabilni z gostoto 𝜎pol.. V prostor 












Iz mejnih pogojev za stik prevodnika in izolanta izhaja, da sta ta dva sloja soodvisna, da 











ki je od prejšnje drugačna v tem, da je prejšnji 𝜀0 zamenjan z dielektričnostjo 𝜀1 izolanta. 
Ta sprememba prejšnjih postopkov v ničemer ne spremeni, le da so izračunani naboji in 
izračunane kapacitivnosti povečane za faktor 𝜀1 𝜀0⁄ , ki ustreza relativni dielektričnosti 
izolanta v kablu. 
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2.5 Dielektrik v zunanjem polju 
S tem razdelkom se pripravljamo na analizo električnega polja v kablu z dvojno izolacijo: 
da ima izolant ob žilah dielektričnost 𝜀2, izolant do oklopa pa dielektričnost 𝜀1. Prvi hip 
bomo vprašanje delno poenostavili: privzeli bomo znano električno polje jakosti 𝐄0(𝑥, 𝑦) 
v prostoru z dielektričnostjo 𝜀0, v katerega damo (objekt) izolant z dielektričnostjo 𝜀, ki 
ima poljuben presek, sicer pa se (kot cilinder) razteza vzdolž osi 𝑍.  
 
Slika 6: Dielektrični cilinder v znanem električnem polju 
2.5.1 Električno polje 
Vnos cilindra v znano polje 𝐄0 spremeni polje v celotnem prostoru, tako v zunanjosti kot 
v notranjosti objekta. Izolator se polarizira: v njem se vzpostavijo dipolski pari vezanih 
nabojev, katerih prostorninska gostota je sicer enaka nič, se pa ob njegovi ograji pojavijo 
presežki vezanih nabojev z gostoto 𝜎pol.. Rezultančno električno polje 𝐄(𝑇) je torej vsota 
primarnega polja 𝐄0 in reakcijskega polja 𝐄re.:  









ℒ⏟              
𝐄re.(𝑇)
. 
Integral smo prenesli iz prejšnjega poglavja, kjer se je gostota naboja nanašala na proste 
ali vezane naboje, tu pa se nanaša le na oblogo vezanih nabojev na površini objekta. 
Pomen oznak je že znan: 𝐏 je vektor, 𝑃 je njegova dolžina, točka 𝑇(𝑥, 𝑦) je katerakoli v 
prostoru, 𝑇′(𝑥′, 𝑦′) pa je točka na površini objekta. Postavlja se vprašanje porazdelitve 
𝜎pol.. Pri prevodnih objektih smo se opirali na ekvipotencialnost, česar tu nimamo. Najti 
moramo novo izhodišče; najdemo ga v mejnih pogojev ob stiku dveh izolantov. 
2.5.2 Mejni pogoji 
Reakcijsko polje 𝐄re. je polje površinsko razporejenega vezanega naboja. O tem polju pa 
vemo, da ima ob površini nezvezno naravo. Tangentna komponenta poljske jakosti je na 
meji zvezna, normalna komponenta pa ima tam tri različne vrednosti. Če za 𝑇 izberemo 
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točko v ograji ℒ, v njej eksterni enotski vektor normale 𝐧, ter točko 𝑇+, ki je tik nad mejo, 
in točko 𝑇−, ki je tik pod njo, potem za normalne komponente polj 𝐄re. ali 𝐄 veja sledeče: 
𝐸𝑛(𝑇+) = 𝐸𝑛(𝑇) +
𝜎pol.(𝑇)
2𝜀0




Normalni komponenti z obeh strani meje se razlikujeta za 𝜎pol.(𝑇) 𝜀0⁄ , v sami meji pa je 
srednja vrednost onih z obeh stani meje. Skoka normalne komponente pojasnjujemo s 
tem, da deluje obloga nabojev lokalno kot naelektrena ravnina, za polje katere vemo, da 
ima v bližnjih treh točkah tri različne vrednosti, kot jih opredeljujeta zgornji relaciji. To 
kar izpostavljamo, se tiče poljske jakosti, poleg tega po moramo upoštevati še lastnost 
vektorja gostote električnega pretoka 𝐃 = 𝜀𝐄, za katerega velja, da je njegova normalna 
komponenta na meji zvezna, da je  
𝐷𝑛(𝑇+) = 𝐷𝑛(𝑇−)    ⇒     𝜀0𝐸𝑛(𝑇+) = 𝜀𝐸𝑛(𝑇−), 
da sta normalni komponenti poljskih jakosti z obeh strani meje v obratnem razmerju z 
dielektričnostma teh strani.  
2.5.3 Sistem enačb 
Če zgornje tri relacije združimo, 




in vanjo vstavimo izraz za poljsko jakost ter uredimo, 






















dobimo enačbo, ki ji mora obloga vezanih nabojev zadoščati. Tudi reševanja te enačbe se 
lotimo s stopničasto aproksimacijo. Mejo ℒ zamenjamo s poligonsko črto, ki jo tvorijo 
kratke daljice dolžin δ𝑙𝑘 s centri v 𝑇𝑘, na njih pa privzete gostote 𝜎𝑘. Teh daljic naj bo 𝑚, 
kar pomeni, da je toliko tudi iskanih vrednosti. Da bi dobili potrebno število enačb, 
moramo zahtevati veljavnost zgornje enačbe v 𝑚 točkah, ki naj bodo kar centri daljic, 
torej točke 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1, 2, … ,𝑚. Od tu sledi aproksimativni zapis zgornje relacije: 














≅ 2𝛽𝜀0𝐸0𝑛(𝑇𝑗),   𝑗 = 1, 2, … ,𝑚, 
ko vnesemo zamenjavo 𝜎𝑘 = δ𝑞𝑘 δ𝑙𝑘⁄ , pa še  
 
















≅ 2𝛽𝜀0𝐸0𝑛(𝑇𝑗)δ𝑙𝑗,   𝑗 = 1, 2, … ,𝑚, 
Normala 𝐧 je bila vezana na točko 𝑇, normala  𝐧𝑗  pa je vezana na točko 𝑇𝑗 . Podobno tudi 
prejšnji 𝐏, ki je segel do točke 𝑇, sega sedaj do točke 𝑇𝑗 . Tudi tokrat smo pred nalogo, da 















2 ,   𝑘 ≠ 𝑗
0,                     𝑘 = 𝑗
 
Tudi tokrat smo integrale aproksimirali s sredinsko formulo. Za te potrebe smo vpeljali 
vektor 𝐏𝑗𝑘, ki sega od točke 𝑇𝑘 do točk 𝑇𝑗 , njegovo dolžino 𝑃𝑗𝑘  pa poznamo že od prej. 
Slučaj 𝑘 = 𝑗 je izjema. Vektorja 𝐧𝑗  in 𝐏𝑗 sta na 𝑗-ti daljici pravokotna, zato je njun skalarni 







≅ 2𝛽𝜀0𝐸0𝑛(𝑇𝑗)δ𝑙𝑗 ,   𝑗 = 1, 2, … ,𝑚. 
Pri dani geometriji cilindra, dielektričnosti, delilnem številu in znanem zunanjem polju 
se iz sistema enačb izračunajo dolžinske gostote vezanih nabojev δ𝑞𝑘 na trakovih širine 
δ𝑙𝑘. S temi podatki vstopimo v zapis poljske jakosti v splošni točki in integral zamenjamo 
z vsoto integralov, te pa na uveljavljen način aproksimiramo in dobimo 
Teorija  15 
   




















Na že znan način lahko izrazimo tudi potencial 









kjer pomeni 𝑉0(𝑇) funkcijo potenciala primarnega električnega polja. Konstanta 𝐶 tokrat 
ni potrebna, saj je vsota vezanih nabojev na površini cilindra enaka nič. To zagotavlja, da 
je absolutna vrednost vsote na desni z oddaljevanjem od objekta vse manjša in manjša. S 
tema zapisoma pristopimo še k računanju in vizualizaciji polja v in ob objektu. 
Enačbe moremo smiselno nadgraditi tudi za primer, ko je objekt z dielektričnostjo 𝜀2, 











polje pa določimo z zapisoma 



















16   Teorija 
2.6 Oklopljen kabel z dvojno izolacijo 
Začnimo z enožilnim, da bomo ob njem dobili pregled nad oblogami, ki so takrat v igri, in 
postopki, ki jih moramo opraviti. Dodajanje novih izoliranih žil terja nove obloge prostih 
in vezanih nabojev ter nova delilna števila. 
2.6.1 Oklopljen enožilni kabel z dvojno izolacijo 
Prva izolacija z dielektričnostjo 𝜀1 sega do oklopa, druga z dielektričnostjo 𝜀2 pa objame 
žilo in se dotika prve izolacije. Imamo tri sloje nabojev: združen sloj prostih in vezanih 
ob žili, združen sloj prostih in vezanih ob oklopu ter združen sloj dveh vezanih nabojev 
na stiku izolacij. Delilna števila naj so: 𝑛0 za oklop, 𝑛1 za žilo in 𝑚 za stik izolacij.  
 
Slika 8: Enožilni kabel z dvojno izolacijo 
Za potencial vseh treh slojev mora veljati, da sta žila in oklop ekvipotencialni površini, 






+ 𝐶 ≅ {
0,     𝑗 iz oklopa,
𝑉1,          𝑗 iz žile,




Pozornost velja trem stvarem: 1) večinski izolant z dielektričnostjo 𝜀1 prevzame vlogo 
izhodiščne dielektričnosti (𝜀0), 2) vsota potencialnih koeficientov se razširi na strukturo 
vezanih nabojev na stiku izolantov in 3) uravnoteženost se naslavlja le na naboje ob žili 
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≅ 0,   𝑗 iz stika izolantov. 
Iz sistema enačb, ki izhajajo iz razmer ob žili in ob oklopu ter razmer na stiku izolacij, 



















Ostaja nam se določitev kapacitivnosti. Vezani naboji na stiku izolantov imajo svoje 
nasprotne vezane naboje tik ob žili. Če tvorimo vsoto nabojev na stiku izolantov in 








2.6.2 Oklopljen trižilni kabel z dvojno izolacijo 
Prva izolacija z dielektričnostjo 𝜀1 sega do oklopa, druga z dielektričnostjo 𝜀2 pa objame 
posamezne žile in se na treh mestih dotika prve izolacije. Imamo pet slojev nabojev: trije 
združeni sloji prostih in vezanih ob žilah, združen sloj prostih in vezanih ob oklopu ter 
trije združeni sloji dveh vezanih nabojev na stikih izolacij. Delilna števila naj so: za oklop 
𝑛0, za žile 𝑛1, 𝑛2 in 𝑛3, da je 𝑛0 + 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 = 𝑛, za stike izolacij pa 𝑚1, 𝑚2 in 𝑚3, da je 
𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 = 𝑚. Za funkcijo potenciala vseh slojev mora veljati, da so žile in oklop 






+ 𝐶 ≅ {
0,     𝑗 iz oklopa,
𝑉1,      𝑗 iz 1. žile,
𝑉2,       𝑗 iz 2. žile,
𝑉3,       𝑗 iz 3. žile,




Tem enačbam dodamo še enačbe za združene vezane naboje na stikih izolantov, 







≅ 0,   𝑗 iz stikov izolantov. 
Iz sistema enačb, ki izhajajo iz razmer ob žilah in ob oklopu ter razmer na stikih izolacij, 



















Ostaja nam se določitev delnih kapacitivnosti. Ko obdržimo aktivno le prvo žilo, sledijo 



















in podobno še ostale. 
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3 Numerični rezultati 
3.1 Računalniško orodje 
Programska koda je v celoti izdelana v programskem paketu Mathematica, ki sodi med 
najzmogljivejša orodja za numerično in simbolno računanje ter risanje grafov. Grafični in 
slikovni prikazi so izdelani z uporabo naslednjih najpomembnejših ukazov: Graphics, 
Show, Circle, Disk, Line, ListPlot, ContourPlot, VectorPlot, StreamPlot, DensityPlot. Za 
segmentacijo in numerične izračune, predvsem numerično integriranje in numerično 
reševanje sistemov linearnih enačb, pa smo uporabili ukaze Table, Join, N, Sum, Norm, 
LinearSolve. 
3.2 Rezultati oklopljenega kabla z enojno izolacijo 
Analiza primerov bo sledila vrstnemu redu iz prejšnjega poglavja, pred tem pa bomo 
numerične postopke ocenili na primeru koaksialnega kabla, ki je analitično rešljiv. 
3.2.1 Analitična rešitev 
Koaksialni kabel je šolski primer oklopljenega vodnika. Električni potencial in radialno 




















Vse to poznamo iz začetkov študija elektrotehnike: 𝑞 je dolžinska gostota naboja na žili 
(tej nasprotna gostota je na oklopu), 𝑏 je radij oklopa, 𝑟 je oddaljenost računske točke do 
osi in 𝜀1 je dielektričnost izolacije. Naj sta 𝑎 radij žile in 𝑙 dolžina kabla. Iz funkcije 𝑉(𝑟) 














Kot vhodni podatek podajamo običajno potencial žile do oklopa in ne gostoto naboja, 
zato sta za izražanje polja med žilo in oklopom primernejša sledeča izraza: 















3.2.2 Numerična rešitev in primerjava rezultatov 
Za grafični prikaz polja smo izbrali kabel s podatki: polmer oklopa je 5 mm, polmer žile 
je 1,5 mm, potencial žile je 2,5 kV, dielektričnost izolanta pa je 𝜀1 = 2𝜀0. Delilni števili sta 
100 za žilo in 200 za oklop.  
 
 
Slika 9: Koaksialni kabel 
Glede na to so prikazani tudi rezultati za porazdelitvi gostot naboja. 
 
Slika 10: Porazdelitvi dolžinske gostote naboja na žili (levo) in na oklopu (desno) 
Gostoti naboja sta na žili in oklopu enakomerni; to je pričakovano in skladno z analitiko.  
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Slika 11: Ekvipotencialke med žilo in oklopom 
Enako velja tudi za ekvipotencialke (koncentrični krogi) in silnice (radialno od žile k 
oklopu). Kjer so ekvipotencialke zgoščene, je tudi jakost polja večja. 
 
Slika 12: Vektor električne poljske jakosti 
Iz naboja in potenciala sledi še kapacitivnost 𝐶 = 92,58 pF/m. 
V nadaljevanju smo numerični postopek ponovili za različna delilna števila, za 𝑛 = 50, 
100, 200, 300 in 600 in dobljene rezultate za gostoto naboja, poljsko jakost, potencial in 
kapacitivnost primerjali med seboj in še z analitičnimi izračuni. 
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Računano Numerično Analitično 
 𝑛 = 50 𝑛 = 100 𝑛 = 200 𝑛 = 300 𝑛 = 600  
𝑞 [nC/m] 233,5 232,2 231,6 231,4 231,2 231,0 
𝐸𝑟(2 mm) [MV/m] 1,055 1,043 1,041 1,040 1,039 1,038 
𝐸𝑟(3 mm) [MV/m] 0,699 0,695 0,694 0,693 0,692 0,692 
𝐸𝑟(4 mm) [MV/m] 0,524 0,521 0,520 0,520 0,519 0,519 
𝑉(2 mm) [kV] 1,913 1,908 1,905 1,904 1,903 1,902 
𝑉(3 mm) [kV] 1,062 1,061 1,061 1,061 1,061 1,060 
𝑉(4 mm) [kV] 0,459 0,461 0,462 0,462 0,463 0,463 
𝐶 [pF/m] 93,38 92,91 92,66 92,58 92,49 92,40 
Tabela 1: Primerjava numeričnih rezultatov med seboj in z analitičnimi rezultati 
Iz tabele je razvidno, da je odstopanje numeričnih rezultatov od analitičnih že pri delitvi  
𝑛 = 50 zadovoljivo, znotraj enega odstotka, pri 𝑛 = 600 pa že znotraj ene promile. Od tu 
črpamo upanje, da bo kakovost rezultatov zadovoljiva tudi pri drugačnih kablih, če bodo 
le delilna števila temu ustrezna.  
3.2.3 Trižilni kabel z okroglim oklopom 
 
Slika 13: Trižilni oklopljen kabel z enojno izolacijo 
Podatki so sledeči: polmer oklopa je 3 cm, polmeri žil so 0,8 cm, dielektričnost izolanta je 
𝜀1 = 2𝜀0 in potenciali žil so 10 kV. Segmentacija površin in numeriranje sta organizirana 
tako, da se štetje segmentov prične pri vseh v skrajno desni točki; glede na to se berejo 
tudi rezultati za porazdelitve naboja na žilah in oklopu. Delilni števili za žile so 100, za 
oklop pa 200. 
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Slika 14: Porazdelitev dolžinske gostote naboja na žilah in oklopu 
 
Slika 15: Ekvipotencialke v trižilnem kablu z okroglim oklopom 
Sliki imata podobno sporočilo: kjer so ekvipotencialke zgoščene, je večja tudi gostota 
naboja. To ugotovitev podpira tudi slika silnic, ki ustreza gradientu potenciala. 
 
Slika 16: Vektor električne poljske jakosti 
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Modelno vezje je bilo podano že na sliki 5, tu pa dodajamo tabelo delnih kapacitivnosti 
na meter dolžine kabla.  
𝐶12 = 𝐶21 = 22,82 pF/m 
𝐶13 = 𝐶31 = 22,82 pF/m 
𝐶23 = 𝐶32 = 22,82 pF/m 
𝐶14 = 𝐶24 = 𝐶34 = 84,46 pF/m 
Tabela 2: Delne kapacitivnosti trižilnega kabla z okroglim oklopom 
Medžilne kapacitivnosti so (pričakovano) enake in enake so tudi kapacitivnosti žil do 
oklopa, saj je geometrija kabla simetrična.  
3.2.4 Trižilni kabel s pravokotnim oklopom 
 
Slika 17: Kabel s pravokotnim oklopom 
Žile kabla so objete v pravokoten oklop, visok 3 cm in širok 8 cm. Delilna števila so: 70 za 
krajši in 120 za daljši stranici, za žile pa je delilno število 150. 
 
Slika 18: Porazdelitev gostote naboja na strukturi 
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Slika 19: Ekvipotencialke v trižilnem kablu s pravokotnim oklopom 
Opažamo simetrijo med drugo in tretjo žilo, srednja pa (pričakovano) odstopa.  
 
Slika 20: Jakost električnega polja 
Poleg silnic dodajamo še ton sivine, ki govori o absolutni vrednosti električne poljske 
jakosti. Tabela podaja vrednosti delnih kapacitivnosti/meter. Tudi tokrat se izpričuje 
simetrija druge in tretje žile. 
𝐶12 = 𝐶21 = 18,08 pF/m 
𝐶13 = 𝐶31 = 18,08 pF/m 
𝐶23 = 𝐶32 = 11,84 ∙ 10
−16 F/m 
𝐶14 = 102,6 pF/m 𝐶24 = 𝐶34 = 138,8 pF/m 
Tabela 3: Delne kapacitivnosti kabla s pravokotnim oklopom 
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3.3 Dielektrični cilinder v homogenem polju 
V teoretičnem delu smo predstavili obravnavo objekta dielektričnosti 𝜀 v tujem polju. 
Izbrali smo palici krožnega in kvadratnega preseka. 
3.3.1 Dielektrična palica krožnega preseka 
Izbrali smo dielektrično palico premera 10 cm.  
 
Slika 21: Dielektrična palica krožnega preseka 
Primarno polje je v horizontalni smeri, njegova jakost je 10 kV/m. 
 
Slika 22: Porazdelitev vezanih nabojev pri 𝜀 = 2𝜀0, 7𝜀0, 100𝜀0 
Rezultat je pričakovan in ga podpira tudi analitična rešitev, ki je harmonična funkcija. 
Razlike so le v amplitudi, ki jih določa razmerje 𝛽.  
Numerični rezultati  27 
   
 
Slika 23: Slika ekvipotencialk pri 𝜀 = 𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 2𝜀0 (desno) 
Leva slika kaže na nespremenjenost polja, desna pa na slabitev poljske jakosti v prostoru 
z večjo dielektričnostjo, kar je še boj potencirano v drugih dveh primerih. 
 
Slika 24: Slika ekvipotencialk pri 𝜀 = 7𝜀0 (levo) in 𝜀 = 100𝜀0 (desno) 
  
28   Numerični rezultati 
 
Slika silnic te ugotovitve le še podkrepi. 
 
Slika 25: Silnice električnega polja pri 𝜀 = 𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 2𝜀0 (desno) 
 
Slika 26: Silnice električnega polja pri 𝜀 = 7𝜀0 (levo) in 𝜀 = 100𝜀0 (desno) 
Pri veliki dielektričnosti se ekvipotencialke povsem izrinejo iz objekta, kar spominja na 
primer, v katerem bi bil objekt prevodnik.  
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3.3.2 Dielektrična palica kvadratnega preseka 
V tem primeru izberimo spet homogeno polje jakosti 10 kV/m, katerega smer oklepa s 
horizontalo kot 30°. Posebnost objekta so vogali. Stranica kvadrata je 8 cm. 
 
Slika 27: Dielektrična palica kvadratnega preseka 
Obod kvadrata je razdeljen na 400 trakov. Spodnji sliki kažeta porazdelitve vezanih 
nabojev pri različnih vrednostih dielektričnosti palice. 
 
Slika 28: Porazdelitev vezanih nabojev pri 𝜀 = 𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 2𝜀0 (desno) 
 
Slika 29: Porazdelitev vezanih nabojev pri 𝜀 = 7𝜀0 (levo) in 𝜀 = 100𝜀0 (desno) 
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Drugačnost do palice krožnega preseka je v močno izraženih nabojih v vogalih. Slike 
ekvipotencialk kažejo na njihov izriv iz objekta. 
 
Slika 30: Slika ekvipotencialk pri 𝜀 = 𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 2𝜀0 (desno) 
 
Slika 31: Slika ekvipotencialk pri 𝜀 = 7𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 100𝜀0 (desno) 
Podobno sporočilo dajejo tudi slike silnic električnega polja. 
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Slika 32: Silnice električnega polja pri 𝜀 = 𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 2𝜀0 (desno) 
 
Slika 33: Silnice električnega polja pri 𝜀 = 7𝜀0 (levo) in pri 𝜀 = 100𝜀0 (desno) 
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3.4 Oklopljen štirižilni kabel z dvojno izolacijo 
Za zaključek smo izbrali štirižilni oklopljeni kabel z dvojno izolacijo. To je zelo pogost 
primer energetskega kabla. Tri žile predstavljajo fazne oziroma linijske vodnike, četrti 
pa je povratni vodnik. Žile imajo dodatno izolacijo z dielektričnostjo 𝜀2, od tam do oklopa 
pa je izolant z dielektričnostjo 𝜀1 = 2𝜀0. Podatki so sledeči: polmer oklopa je 35 mm, 
polmeri žil so 8 mm, debelina dielektrika okoli žile 4,5 mm, dielektričnosti izolacij žil 
bodo 2-, 4- in 8-kratnik, potencial žil pa je spet 10 kV. 
 
Slika 34: Štirižilni oklopljeni kabel z dvojno izolacijo 
Indeksacijo segmentov na devetih konturah prikazuje slika. Najprej so na vrsti žile, sledi 
oklop in končujejo stiki izolacij. V primeru enakih dielektričnosti obeh izolacij je obloga 
vezanih nabojev na stiku izolacij enaka nič, kar je pričakovano. 
 
 
Slika 35: Porazdelitve nabojev pri 𝜀2 = 𝜀1 (levo) in pri 𝜀2 = 2𝜀1 (desno) 
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Slika 36: Porazdelitve nabojev pri 𝜀2 = 4𝜀1 (levo) in pri  𝜀2 = 8𝜀1(desno) 
Sledijo slike ekvipotencialk. Opazen je izriv ekvipotencialk iz izolanta z večjo v izolant z 
manjšo dielektričnostjo. 
 
Slika 37: Sliki ekvipotencialk pri 𝜀2 = 𝜀1 (levo) in pri 𝜀2 = 2𝜀1 (desno) 
 
Slika 38: Sliki ekvipotencialk pri 𝜀2 = 4𝜀1 (levo) in pri  𝜀2 = 8𝜀1(desno) 
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Vse ugotovljeno sporočajo tudi slike silnic. Opazno je zmanjšanje poljske jakosti v 
izonantu, ki je neposredno ob žili. To je končno tudi eden od osnovnih namenov dvojne 
izolacije. 
 
Slika 39: Silnice električnega polja pri 𝜀2 = 𝜀1 (levo) in pri 𝜀2 = 2𝜀1 (desno) 
 
Slika 40: Silnice električnega polja pri 𝜀2 = 4𝜀1 (levo) in pri 𝜀2 = 8𝜀1 (desno) 
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Sledijo še delne kapacitivnosti. Njihove primerjalne vrednosti so v skladu z medsebojno 
pozicijo žil. Tabela prikazuje vrednosti kapacitivnosti za dielektričnost izolanta 𝜀2 = 8𝜀1. 
𝐶12 = 𝐶21 = 56,2 pF/m 
𝐶13 = 𝐶31 = 56,2 pF/m 
𝐶14 = 𝐶41 = 4,28 pF/m 
𝐶23 = 𝐶32 = 4,28 pF/m 
𝐶24 = 𝐶42 = 56,2 pF/m 
𝐶34 = 𝐶43 = 56,2 pF/m 
𝐶15 = 𝐶25 = 𝐶35 = 𝐶45 = 152,5 pF/m 
Tabela 4: Delne kapacitivnosti štirižilnega oklopljenega kabla z dvojno izolacijo 
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4 Zaključek 
V diplomski nalogi smo predstavili možnost analize večžilnega oklopljenega kabla z eno 
ali dvema izolacijama, kar je aktualno pri dimenzioniranju energetskih kablov. Uporabili 
smo metodo, ki sloni na določanju virov, prostih nabojev na površinah prevodnikov žil 
in oklopa in vezanih nabojev na stikih različnih izolantov. Ta pristop ne zahteva veliko 
teoretičnega predznanja in se opira na znanje osnov elektrotehnike. Nadgradnja je šla v 
smer uporabe primerne numerične metode. Oprli smo jo na stopničasto aproksimacijo, 
ki reševanje navidezno zahtevnih integralskih enačb prevede v sistem linearnih enačb, v 
katerih so koeficienti v resnici polja ozkih naelektrenih trakov. Z rezultati izračunov smo 
dosegli solidno točnost, ki je celo reda promile. Osredotočili smo se na kable, bi pa mogli 
opisan pristop uporabiti tudi za drugačne 2D vodniške strukture.  
Nadgradnjo predstavljenega orodja vidimo v analizi elektromagnetnega polja, ki bi zajel 
še kožni in bližinski učinek. To bi omogočilo modelno vezje kabla ustrezno razširiti, vse 
to pa bi dalo osnovo za analizo izrednih pojavov v kablu ob raznih havarijah. 
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6 Priloge 
Programi za analizo in numerične izračune večžilnega oklopljenega kabla različnih 
struktur, ki so prikazani v diplomskem delu, so priloženi na zgoščenki narejena v 
programskem okolju Wolfram Mathematica. 
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